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层状非饱和土地基的轴对称稳态动力响应 
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摘  要：考虑土颗粒、孔隙流体的压缩性及各相物质间的黏性、惯性耦合作用，采用理论上更加严谨的饱和度本构关系式，

建立了非饱和土的动力控制方程。该组方程与饱和土的经典 Biot 波动方程完全兼容，因此，具有更广泛的适用性。通过引

入一组状态向量，在圆柱坐标系下将非饱和土满足的波动方程转化为状态方程组，利用 Hankel 变换，求解状态方程组，得

到了传递矩阵。结合边界条件及层间接触连续条件，求解了层状非饱和地基的稳态动力响应问题。数值算例表明：土层对地

表动位移的影响主要集中在临界深度范围内；软硬土层的相对次序对地表动位移幅值有显著影响；饱和度增大会引起土的物

理参数发生相应的改变，尤其是动剪切模量通常降幅较大，而动剪切模量是决定位移幅值的关键因素，最终的结果是导致地

表动位移幅值明显增大。 
关  键  词：非饱和土；动力响应；波动方程；积分变换；传递矩阵 
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Axisymmetric steady state dynamic response of layered unsaturated soils 
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Abstract: Considering compression of solid grain and pore fluids, viscous-coupling interactions and inertial force of fluids, the 
dynamic governing equations for unsaturated soils are established by adopting an exact constitutive formula of saturation. These 
equations are highly versatile and completely compatible with Biot’s wave equations for the special case of fully saturated soils. The 
governing equations in cylindrical coordinates are firstly transformed into a group of state differential equations by introducing the 
state vector. Then the transfer matrix for layered media is derived by means of a Hankel transform. Using the transfer matrix 
followed by boundary and continuity conditions, solutions of steady state dynamic response for multilayer unsaturated soils are 
obtained. Numerical examples show that the displacement of the ground surface is mainly affected by stratum within critical depth. 
The relative position of soft and hard strata has a significant influence on displacement. The displacement of the ground surface 
increases with saturation degree since dynamic shear modulus will decrease distinctly for most soils, which is the key factor to 
determine displacement amplitude. 
Key words: unsaturated soils; dynamic response; wave equations; integral transform; transfer matrix 
 

1  引  言 

地基的动力响应分析在抗震工程、路基工  
程、动力机器基础等领域有着广泛的应用。自从

Biot[1－2]提出了饱和多孔介质的波动方程以来，诸多

学者基于 Biot 理论研究了饱和土体中的各种动力

问题[3－4]。考虑到天然土体形成过程中的历史沉积

作用，一些学者[5－6]还研究了横观各向同性和层状

饱和地基的动力响应问题。 
非饱和土在自然界广泛分布，不过关于非饱和

土的动力问题研究目前还远未成熟。在非饱和土的

动力模型中，应用较多的是等效流体模型[7－8]。该

模型假定水和气可视为单一的均匀混合流体，气、

液之间没有相对位移，且没有毛细压力的存在。显



                                            岩    土    力    学                                   2011 年 

然，该模型只有在高饱和度条件下才能近似成立，

本质上仍属双相介质模型。黄义等[9]基于混合物理

论，提出了非饱和土中的波动方程。由于计算过程

非常繁杂，一些参数无明确物理意义或不便通过试

验获得，从而限制了其应用。蔡袁强等[10]利用连  
续介质理论，考虑了毛细压力的影响，提出了不混

溶流体饱和多孔介质的全频域波动方程，不过这些

方程并不能顺利地退化到饱和土的经典 Biot 波  
动方程。非饱和土中波的传播特性已有较多的研 
究[10－11]，而对于在外力作用下非饱和土层的动力响

应问题则研究极少。本文首先建立了改进的非饱和

土实用波动方程，方程的求解利用了 Hankel 变换技

术和矩阵传递法，结合给定的边界条件，最后得到

了圆柱坐标系下层状非饱和地基的稳态动力响应

问题的解答。 

2  非饱和土中的动力控制方程 

假设土体具有统计各向同性且均匀，孔隙之间

相互连通，孔隙流体的流动服从广义 Darcy 定律，

不计温度影响，土体处于初始平衡状态，在小变形

条件下，非饱和土的动力控制方程可由如下的运动

方程、连续性方程和物性方程（本构方程）得到。 
2.1  运动方程 

根据动量守恒，土体的运动方程可写为 
l g

, s l gij j i i iu u u                （1） 

式中： 为总应力（压应力取负值）；u、 lu 、 gu
分别为固、液、气相的加速度，下标 i 表示在 i 方
向上的分量，下同； s s(1 )n   、 l r lnS  、

g r g(1 )n S   分别为固、液、气相的相对密度，n
为孔隙率， rS 为饱和度， s 、 l 、 g 分别为固、

液、气相的密度。 
研究表明[12]，Dacy 定律同样适用于饱和度适

中时（约 30%～90%）非饱和多孔介质中流体的流

动。根据广义 Dacy 定律，孔隙流体（水和气体）

的渗流运动方程可写为 
l l ll

r , l
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gg g g
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   （2） 

式中：u 、 lu 、 gu 分别为固、液、气相的速度； lp 、
gp 分别为孔隙水和气体所承受的压力增量； l 、 g

分别为孔隙水与气体的黏性系数，考虑高频影响时，

可按文献[2]中列出的公式进行修正； lk 、 gk 分别为

孔隙水与气体的渗透率。 

这里，渗透率表达式采用渗流力学中的 B-C 关

系式[13] 
2 3

l ek S





  ，
2

2
g e e(1 ) (1 )k S S





        （3） 

式中： 为多孔介质固有渗透率；为多孔介质尺

寸分布参数，对于一般土及多孔岩石可取 2[13]；有

效饱和度 e r w0 a 0( ) /(1 )S S S S   ， w0S 为湿润流体

束缚饱和度， a 0S 为非湿润流体残余饱和度。另外，

渗透率与渗透系数有如下关系[12]： 

g gl l
l g

l g

,  
gkgkk k


 


          （4） 

式中： lk 、 gk 为孔隙水与气体的渗透系数。 
2.2  本构方程 

本文采用广泛应用的 Bishop 非饱和土有效应

力公式 
l g, (1 )ij ij ij p p p p             （5） 

式中：σ为有效应力； p 为等效孔隙压力；δ为单

位张量； 为有效应力参数，与含水率等因素有关。 
考虑土颗粒由于孔隙流体压力的作用所产生

的变形时，由弹性理论，非饱和土的应力-应变关系

可表达为 

2ij ij ij ije ap              （6） 

式中：  、  为 Lamé 系数，与泊松比的关系为

/[2( )]v     ； ε 为土骨架应变； e 为土骨架的

体积应变； b s1 /a K K  ，其中， bK 为土骨架的

体积压缩模量， sK 为土颗粒的体积压缩模量。 
2.3  连续性方程 

蔡袁强等[10]曾给出了非饱和土的连续性方程，

推导中利用了毛细压力函数建立关于饱和度的本

构关系。本文从饱和度的定义 r l l g/( )S V V V  出发

（其中， lV 、 gV 分别为土中水、气的体积），得到

了理论上严格成立的饱和度本构关系式 
l gr

r r
d

(1 )( )
d
S S S
t
      u u     （7） 

式中：为汉密尔顿算子。 
按照文献[10]相同的方法，可得到非饱和土满

足的渗流连续性方程 
l
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式中： 22 13 12 23
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A A A A





， 22 14 12 24
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A A A A


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  ， 

13 23A A a n   ， 14 r(2 )A n S  ， 

15 r(1 )A n S   ， 21
s

( )A a n
K


  ， 

22 a
s

1 ( ) nA a n
K P


   ， 24 rA nS  ， 25 r(1 )A n S  ， 

lK 、 aP 分别为水和空气的体积压缩模量。 
式（1）、（2）、（6）、（8）便构成了非饱

和土的动力控制方程。不难发现，当取 r 1S  （这

时 1  ），同时取 g 0  ，则上述方程组可以完全

退化到饱和土的经典 Biot 波动方程。 

3  方程的求解 

在简谐振动中，所有变量都可表示为 ie tf f  

的形式，其中 f 表示变量 f 的幅值（加～表示该变

量的幅值，下同），为圆频率。则由式（2）有 
l l

l
l 2

l

i
i

b p
b


  





 


uu ，

g g
g

g 2
g

i
i

b p
b


  





 


uu      （9） 

式中：u、 lu 、
gu 分别为固、液、气相的位移，

l r l

l

nSb
k


 ，
r gg

g

(1 )n S
b

k


 。 

设 ru 、 zu 分别表示 u在径向和竖向的位移分

量，对于轴对称问题，由式（5）、（6）有 

1r z
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式中： 1 2
b 
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
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由式（1）、（6）和式（9）可得 
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式中：
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将式（9）两边取散度后代入式（8），得 
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式中： l 2
11 31 l(i )b a b    ， l 2

12 32 l(i )b a b    ， 
l l 2

13 33 li (i )b b a b      ， g 2
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由式（11）、（12）和式（13）可得， 
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式中：1 12c b     ， 2c  6 2b b ， 3 7 3c b b  ，

4 11 2 13c b b b  ， 5 12c b  3 13b b ， 6 13 1 13c b b b  ，

7 4 13c b b ， 8 21 2 23c b b b  ， 9 22 3 23c b b b  ，10 23c b   

1 23b b ， 11 4 23c b b 。 

对式（10）、（11）、（14）进行 Hankel 变换，可

得如下状态方程： 

z




Y AY             （15） 
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其中：
T

l g l g, , , , , , ,r z z zru p p u p p
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矩阵常微分方程式（15）的解为 
( , ) ( ,0)k z kY TY          （16） 

式中：指数矩阵 exp[ ( )]zA kT 即为传递矩阵，给出

了变换域内地基表面的状态向量与任意深度 z 处状

态向量之间的关系。 

4  非饱和土地基的动力响应 
设在地基表面作用有竖向简谐荷载 qz，考虑地

表排水、排气，地基底面为不透水、不透气基岩，

层底深度为 H，则有 
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 （17） 

设第 j 层土的厚度为 jh ，各土层间完全接触，

满足以下连续条件： 

1( , ) ( , )j j j jr h r hY Y          （18） 

对连续条件进行双重 Fourier 变换，可得 

1( , ) ( , )j j j jk h k hY Y         （19） 

由式（16）可得非饱和地基中任一土层 j 均存

在如下的状态向量之间的传递关系： 

1( , ) ( , )j j j jk z k h Y T Y         （20） 

利用式（19）、（20）逐层递推，即可得多层地

基表面状态向量和底面状态向量之间的传递关系： 

1
1

( , ) ( ,0)
N

N j
j

k H k


Y T Y          （21） 

上式的状态向量中，地基表面和底面各有 4 个

向量已知。由于引入了传递矩阵，层间接触条件自

动满足，不出现中间向量。由边界条件式（17），式

（21）可转化为求解简单的四元代数方程组问题，

从而求得地表另外 4 个未知状态向量，进一步还可

得到地基内部任意点的位移和应力。 

5  数值算例 

作为本文解答的具体应用，选取一组非饱和土

地基模型作为算例，土参数取值见表 1，孔隙介质

（水和空气）参数取值见表 2。设在地表一半径 R = 
1 m 的圆形区域内作用有均布垂直简谐荷载，激振

频率 =1 rad/s，荷载幅值为 1 kPa。 
 

表 1  非饱和土介质物理性质 
Table 1  Physical properties of unsaturated soils 

土层 
 

/MPa 
v 

Ks 
/GPa 

 s 
/(g/cm3) 

 
/(10-4 cm2) 

n Sr 

Ⅰ 19.4 0.2 36 2.70 0.054 0.60 0.40 
Ⅱ 38.8 0.2 36 2.65 1.300 0.27 0.33 

 
表 2  孔隙介质物理性质 

Table 2  Physical properties of water and air 
 l 

/(g/cm3) 
 g 

/(g/cm3) 
Kl 

/GPa 
Pa 

/kPa 
 l 

/(mPa·s) 
 g 

/(mPa·s) 
1 1.29 2.1 100 1 0.015 

 
图 1～3 均为单层地基（土层Ⅰ），图 1 给出了

不同层厚时的竖向位移和径向位移幅值曲线。由图

可知，随着层厚的增加，地表竖向位移和径向位移

也随之增大。但是当土层达到一定厚度时(10R)，地

表位移随厚度增大非常有限，即存在一临界厚度，

超过该厚度时，土层对地表位移的影响可忽略。另

外，由于对称性，径向位移在荷载作用中心为 0，
而在荷载作用区域的边缘附近达到最大值。 
 

 
(a) 竖向位移 

 
(b) 径向位移 

图 1  单层地基层厚对地表位移幅值的影响 
Fig.1  Influence of stratum depth on displacement 
amplitude of ground surface for single-layered soil 
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图 2 给出了饱和度对地表竖向位移幅值的影

响，图中还计算了本文的解退化到饱和土时的情况，

并与文献[14]进行了比较。当土处于饱和状态时，

有关参数取值与文献[14]相同（ lk =1×10-5 m/s，垂

直集中荷载幅值为 1 kN， =1 rad/s，其他取值与

土层Ⅰ相同）。由上面的讨论可知，当土层厚度足够

大时，可以认为这时的结果与半无限空间是一样的，

为了便于对比，这里取 H =30 m。饱和度变化时通

常会引起土的其他物理参数发生相应的改变，一般

来说，对于具体的土类，需要通过试验加以确定其

他参数受饱和度的影响情况，再按本文的方法进行

分析。这里为了说明问题，仅考虑了受饱和度影响

较大的 3 个最主要的量，即渗透率（按式（3）计算）、

有效应力参数（取 rS  [15]）和动剪切模量[16－17]（具

体取值见图中标注）。由图可以看出，当退化到完全

饱和的情况时，本文的解与文献[14]很接近，说明

了本文理论推导及计算的可靠性。同时可以看出，

随着饱和度的增大，地表竖向位移幅值也随之增大。

对此可解释为：当饱和度增加时，作用在土骨架上

的有效应力减小（ 增大），但同时土的剪切模量有

较大幅度的降低，即土体变的更“软”，而且水相的

渗透率大大增加，有利于孔隙压力的消散，几个因

素综合作用的结果表现为地表变形增大，进一步的

研究表明，在土的各类参数中剪切模量对地表位移

的影响起了决定性的作用。 
 

 
图 2  饱和度对地表竖向位移幅值的影响 

Fig.2  Influence of saturation degree on vertical 
displacement amplitude of ground surface 

 
图 3 给出了激振频率对地表竖向位移幅值的影

响，层厚 H =6 m。由图可知，竖向位移幅值随激振

频率的升高而减小。但当频率达到一定值时，地表

位移随距离并不是单调衰减，而是呈现一定的波动

性，对此可解释为：振动波传至基岩后，经反射与

沿地表传播的直达波发生干涉，使某些区域的振动

得到加强，而另一些区域的振动被减弱，从而使位

移幅值沿地表呈波动变化，蔡袁强[18]在研究层状饱

和地基的稳态振动时也发现存在类似的情况。 

 

 

图 3  激振频率对地表竖向位移幅值的影响 
Fig.3  Influence of exciting frequency on vertical 

displacement amplitude of ground surface 
 

图 4 给出了软、硬土层在地层中的相对次序对

地表竖向位移幅值的影响，图中实线表示相对较软

土层Ⅰ在上，较硬土层Ⅱ在下的情况（即上软下硬

土层），虚线表示相对较硬土层Ⅱ在上，较软土层Ⅰ

在下的情况（即上硬下软土层）。结果表明：软硬土

层在地层中的次序对地表的位移幅值影响很大，较

软土层处于地表时位移幅值要比较硬土层处于地表

时的位移幅值大，且位移随着距离而衰减的速度也

更快，说明在上软下硬的地基中应力发生集中，而

在上硬下软的地基中则发生应力分散。 

 

 

图 4  软硬土层相对位置对地表竖向位移幅值的影响 
Fig.4  Influence of relative position of soft and hard 
stratum on vertical displacement of ground surface 

 
图 5 给出了双层地基（土层Ⅰ在上，土层Ⅱ在

下，h1 =8 m，h2 =2 m）地表排水（气）条件对地表

竖向位移幅值的影响。计算表明，地表不排水（气）

时的竖向位移要比排水（气）条件下的位移小。这

是由于地表不透水（气）时，地表附近的孔隙流体

压力难以消散，使得作用在土骨架上的有效应力相

对较小，从而地表的变形也较小的缘故。 
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图 5  地表透水、透气性对竖向位移幅值的影响 

Fig.5  Influence of drainage conditions of ground surface 
on vertical displacement amplitude 

 

6  结  论 

（1）在进行地基动力计算时，可只考虑临界深

度范围内土层对位移的影响。 
（2）软硬土层在地层中的相对次序对地表动位

移有显著的影响，工程中充分利用硬土层对应力的

扩散作用，有望节约成本。 
（3）饱和度的变化常引起土的工程性质的极大

改变，从而对土的动力特性产生重大的影响，由于

问题的复杂性，完整地分析饱和度对地基动力响应

的影响还需结合有关试验进行，本文则提供了分析

这些问题的一般方法。 
（4）与半无限空间地基不同，在层状地基中，

由于波的来回反射使地表位移幅值随距离并不一

定单调的衰减，而是呈波动变化，随着频率的升高，

这种波动性将更加明显。 
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